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Abstrak 

Tuberkulosis (TB) disebabkan oleh Mycobacterium tuberculosis. Upaya preventif penyebaran TB di Indonesia, 
dilakukan melalui vaksinasi BCG. Individu yang divaksinasi (vaccinated) adalah individu sehat dan rentan terinfeksi 
penyakit (susceptible). Jika seseorang terinfeksi TB (infected) maka upaya kuratif melalui pengobatan DOTS 
(treatment) harus dilakukan agar sembuh (recovered). Pada kasus TB, individu sembuh dimungkinkan kambuh. 
Model susceptible vaccinated infected treatment recovered (SVITR) dengan kasus kambuh mampu 
merepresentasikan penyebaran TB. Penelitian ini bertujuan membangun model SVITR dengan kasus kambuh, 
menerapkannya pada kasus TB di Indonesia menggunakan data tahun 2004-2019, dan menginterpretasikan hasil 
penerapan terhadap target bebas TB di Indonesia tahun 2050. Model tersebut berbentuk sistem persamaan diferensial 
nonlinear orde satu. Grafik pola penyebaran TB menunjukkan seluruh kelompok individu mengalami trend naik dan 
diprediksikan target bebas TB belum tercapai. Namun, jika cakupan vaksinasi BCG dan pengobatan DOTS 
ditingkatkan, kontak dengan penderita TB dikurangi, serta kasus kambuh diturunkan maka diprediksikan target bebas 
TB tercapai. 

Kata Kunci : SVITR, kasus kambuh, tuberkulosis, vaksinasi, pengobatan, bebas tuberkulosis. 
 

Abstract 

Tuberculosis (TB) is caused by Mycobacterium tuberculosis. BCG vaccination is prevention the spread of TB in 
Indonesia. Individuals who are vaccinated (vaccinated) are healthy individuals and susceptible to infection. If a 
person is infected with TB then curative efforts through DOTS treatment must be carried out in order to recover. In 
the case of TB, recovered individuals may relapse. The susceptible vaccinated infected treatment recovered (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) 
model with relapse cases is able to represent the spread of TB. This study aims to build the 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 model with relapse, 
apply it to TB in Indonesia using data from 2004-2019, and interpret the results of implementing the TB-free target 
in Indonesia in 2050. The model is nonlinear first-order differential equations. The graph of the pattern of TB spread 
shows that all groups of individuals are experiencing an uptrend and it is predicted that the TB-free target has not 
been achieved. However, if the coverage of BCG vaccination and DOTS treatment is increased, contacts with TB 
sufferers are reduced, and relapse cases are reduced, it is predicted that the TB-free target will be achieved. 
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1. PENDAHULUAN  

Penyakit menular disebabkan oleh virus, bakteri, jamur, maupun parasit dan menular ke manusia. 
Penyebaran penyakit menular terjadi akibat dari kontak antara individu terinfeksi dengan individu rentan 
penyakit. Penyebarannya melalui droplet, kontak kulit, feses, darah, luka, maupun plasenta. Penyebaran 
penyakit menular dapat direpresentasikan dengan model matematika. Model susceptible infected recovered 
(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) dikonstruksikan oleh Hethcote [3] pada tahun 2000. Populasi pada model tersebut dikelompokkan 
menjadi tiga, yaitu kelompok individu sehat namun rentan terinfeksi penyakit (𝑆𝑆), kelompok individu 
terinfeksi penyakit dan mampu menularkan penyakitnya kepada individu 𝑆𝑆 (𝑆𝑆), dan kelompok individu 
sembuh serta kebal terhadap penyakit (𝑆𝑆). Vaksinasi dilakukan sebagai upaya preventif penyebaran penyakit 
menular. Liu et al. [5] mengonstruksikan model susceptible vaccinated infected recovered (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) pada tahun 
2008. Individu 𝑆𝑆 pada model tersebut merupakan individu 𝑆𝑆 yang telah divaksinasi. Pada tahun 2015, Islam 
4[] mengonstruksikan model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan asumsi populasi tidak konstan, mempertimbangkan faktor 
migrasi, serta kematian karena penyakit. 

Upaya kuratif penyakit menular dilakukan melalui berbagai metode pengobatan. Side dkk. [9] 
mengembangkan model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 [3] menjadi model susceptible infected tratment recovered (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) pada tahun 
2015. Pada penelitian tersebut, individu 𝑆𝑆 harus melakukan pengobatan untuk sembuh. Individu 𝑆𝑆 yang 
melakukan pengobatan dikategorikan ke dalam individu 𝑆𝑆. Fenomena kekambuhan dapat terjadi pada 
individu sembuh yang telah melewati fase pengobatan. Pada kasus kambuh, individu sembuh kembali 
menjadi individu terinfeksi [10]. 

 Tuberkulosis (TB) merupakan penyakit menular yang disebabkan oleh Mycobacterium tuberculosis 
dan paling sering menyerang paru-paru. Gejala utama TB yaitu batuk berdahak selama dua minggu atau lebih. 
Penyebaran penyakit ini melalui droplet. Berdasarkan World Health Organization (WHO) [11], pada tahun 
2019 Indonesia menempati posisi ketiga sebagai negara dengan jumlah kasus TB terbanyak di dunia (543874 
kasus). Melalui Permenkes Nomor 67 Tahun 2016 tentang Penanggulangan TB, Indonesia menetapkan target 
bebas TB tahun 2050. Upaya preventif penyebaran TB dilakukan dengan vaksinasi BCG pada bayi usia 0-2 
bulan. Vaksin BCG pada keadaan terbaiknya mampu mencegah infeksi TB selama 15 tahun [1]. Kemampuan 
dari vaksin yang tidak dapat bertahan seumur hidup berakibat tetap diperlukannya usaha penyembuhan 
melalui pengobatan bagi penderita TB [2]. 

Upaya kuratif berupa pengobatan dilakukan melalui strategi directly observed treatment shortcourse 
(DOTS). Pada tahun 2018, Ramadhan dkk. [8] memformulasikan model matematika penyebaran TB dengan 
strategi DOTS. Berdasarkan penelitian Ramadhan dkk. [8], jika nilai laju pengobatan individu TB menjalani 
pengobatan DOTS semakin besar maka populasi penderita TB semakin kecil. Prinsip pengobatan TB yaitu 
diberikan dalam bentuk paduan obat anti TB (OAT) yang tepat mengandung minimal empat macam obat, 
diberikan dalam dosis yang tepat, ditelan secara teratur dan diawasi langsung oleh pengawas menelan obat 
(PMO) sampai selesai pengobatan, pegobatan diberikan dalam dua tahap.  yaitu pengawasan langsung oleh 
pengawas menelan obat (PMO). Tujuan pengobatan TB yaitu menyembuhkan pasien dan memperbaiki 
produktivits hidup, Penderita TB yang melakukan pengobatan sesuai dengan prinsip pengobatan akan 
sembuh, tetapi tetap berpeluang mengalami kekambuhan. 

 Model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus kambuh telah dikonstruksikan oleh Widyaningsih et al. [12] pada tahun 
2019. Faktor pengobatan dipertimbangkan dalam model tersebut namun tidak dikategorikan dalam kelompok 
individu tertentu. Pada penelitian ini, dibangun model susceptible vaccinated infected treatment recovered 
(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) dengan kasus kambuh. Berbeda dengan Widyaningsih et al. [12], di sini individu yang melakukan 
pengobatan dikategorikan sebagai individu 𝑆𝑆. Model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus kambuh diterapkan pada kasus 
TB di Indonesia untuk mengetahui pola penyebarannya. Hasil penerapannya dikaitkan dengan target bebas 
TB tahun 2050. Simulasi nilai parameter dilakukan untuk mengetahui langkah yang harus ditempuh agar 
target bebas TB tahun 2050 dapat tercapai.  

 
 

2. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini dilakukan menggunakan metode penelitian studi literatur. Metode penelitian dibagi 
menjadi dua yaitu data penelitian dan langkah penelitian. 
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2.1 Data Penelitian 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder tahun 2004-2019 yang bersumber dari 
Pusat Data dan Informasi Kementerian Kesehatan RI [7], World Bank [13], dan WHO [11]. Data dari Pusat 
Data dan Informasi Kementerian Kesehatan RI [7] berupa banyaknya kasus TB, banyaknya individu yang 
divaksin BCG, banyaknya penderita TB yang melakukan pengobatan, dan banyaknya individu yang sembuh 
dari TB.. Data dari World Bank [13] berupa jumlah penduduk Indonesia, crude birth rate (CBR), dan crude 
death rate (CDR). Data dari WHO [11] berupa banyaknya kematian akibat TB serta banyaknya kasus baru 
dan kambuh TB di Indonesia.  

 
2.2 Langkah Penelitian 

Langkah yang dilakukan dalam penelitian ini yaitu mengidentifikasi karakteristik penyakit menular, 
mengubah dan menambah asumsi serta parameter model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 sehingga diperoleh model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus 
kambuh, mengestimasi nilai parameter berdasarkan data tahun 2004-2017, menyubstitusikan estimasi nilai 
parameter pada model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus kambuh sehingga diperoleh model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus kambuh 
pada kasus TB di Indonesia, menentukan nilai awal model tersebut berdasarkan data tahun 2004, menentukan 
penyelesaian model tersebut menggunakan Runge-Kutta orde empat, mengukur keakuratan model 
menggunakan data tahun 2018 dan 2019, menginterpretasi model dengan target Indonesia bebas tuberkulosis 
tahun 2050, dan melakukan simulasi nilai parameter.   
 
 
3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1. Model 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 

Pada model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 yang dikonstruksikan oleh Hethcote [3],  populasi diasumsikan konstan sebesar 𝑁𝑁 dan 
tidak mempertimbangkan faktor migrasi. Laju kelahiran dinotasikan dengan 𝜇𝜇 sehingga banyaknya kelahiran 
sebesar 𝜇𝜇𝑁𝑁. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 bertambah sebesar 𝜇𝜇𝑁𝑁. Sama dengan laju kelahiran, laju kematian 
dinotasikan dengan 𝜇𝜇 sehingga banyaknya kematian sebesar 𝜇𝜇𝑆𝑆, 𝜇𝜇𝑆𝑆, dan 𝜇𝜇𝑆𝑆. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆, 
𝑆𝑆, dan 𝑆𝑆 berturut-turut berkurang sebesar 𝜇𝜇𝑆𝑆, 𝜇𝜇𝑆𝑆, dan 𝜇𝜇𝑆𝑆. Individu 𝑆𝑆 dapat terinfeksi penyakit apabila 
melakukan kontak dengan individu 𝑆𝑆. Jika 𝛽𝛽 adalah laju kontak maka banyaknya individu 𝑆𝑆 yang terinfeksi 
sebesar 𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑁𝑁
. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 berkurang sebesar 𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑁𝑁
 dan individu 𝑆𝑆 bertambah sebesar 𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑁𝑁
. 

Individu 𝑆𝑆 dapat sembuh dan diasumsikan memiliki kekebalan permanen. Jika 𝛾𝛾 adalah laju kesembuhan 
maka banyaknya individu 𝑆𝑆 yang sembuh sebesar 𝛾𝛾𝑆𝑆. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 berkurang sebesar 𝛾𝛾𝑆𝑆  dan 
individu 𝑆𝑆 bertambah sebesar 𝛾𝛾𝑆𝑆. Model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 oleh Hethcote [3] dituliskan sebagai 

𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜇𝜇 𝑁𝑁 −  𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

  −  𝜇𝜇 𝑆𝑆, 
𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

=  𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

  −  𝛾𝛾 𝑆𝑆 − 𝜇𝜇 𝑆𝑆,      (1) 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛾𝛾 𝑆𝑆 −  𝜇𝜇 𝑆𝑆, 

dengan 𝑆𝑆(0)  ≥  0, 𝑆𝑆(0)  >  0, 𝑆𝑆(0)  ≥  0 dan 𝜇𝜇, 𝛽𝛽, 𝛾𝛾 >  0. Parameter 𝜇𝜇, 𝛽𝛽, 𝛾𝛾 berturut-turut adalah laju 
kelahiran/kematian, laju kontak, dan laju kesembuhan. 
 
3.2. Model 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 dengan Kasus Kambuh 

Berbeda dengan asumsi model (1), pada penelitian ini diasumsikan populasi tidak konstan. Faktor 
migrasi juga tidak dipertimbangkan. Notasi laju kelahiran pada model (1) yang semula adalah 𝜇𝜇 diganti 
menjadi 𝜃𝜃 sehingga banyaknya kelahiran sebesar 𝜃𝜃𝑁𝑁. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 bertambah sebesar 𝜃𝜃𝑁𝑁. 
Di sini, diperhatikan kematian alami dan penyakit. Sama dengan model (1), laju kematian alami dinotasikan 
dengan 𝜇𝜇 sehingga banyaknya kematian pada individu 𝑆𝑆, 𝑆𝑆, dan 𝑆𝑆 berturut-turut sebesar 𝜇𝜇𝑆𝑆, 𝜇𝜇𝑆𝑆, dan 𝜇𝜇𝑆𝑆. 
Dengan demikian, banyaknya individu 𝑆𝑆, 𝑆𝑆, dan 𝑆𝑆 berturut-turut berkurang sebesar 𝜇𝜇𝑆𝑆, 𝜇𝜇𝑆𝑆, dan 𝜇𝜇𝑆𝑆. Jika 𝛿𝛿 
adalah laju kematian karena penyakit maka banyaknya kematian karena penyakit pada individu kelompok 𝑆𝑆 
sebesar 𝛿𝛿𝑆𝑆. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 berkurang sebesar 𝛿𝛿𝑆𝑆. Sama dengan asumsi model (1), pada 
penelitian ini, adanya kontak antara individu 𝑆𝑆 dan individu 𝑆𝑆, menyebabkan individu 𝑆𝑆 terinfeksi. Laju 
kontak dinotasikan dengan 𝛽𝛽 sehingga banyaknya individu 𝑆𝑆 dan 𝑆𝑆 berturut-turut bertambah dan berkurang 
sebesar  𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑁𝑁
  . Dengan demikian, model (1) berubah menjadi 
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𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜃𝜃𝑁𝑁 −  𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

  −  𝜇𝜇 𝑆𝑆, 
𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

=  𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

  −  𝛾𝛾 𝑆𝑆 − 𝜇𝜇 𝑆𝑆 − 𝛿𝛿𝑆𝑆,     (2) 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛾𝛾 𝑆𝑆 −  𝜇𝜇 𝑆𝑆. 
 

Vaksinasi dilakukan untuk mencegah penyebaran penyakit menular. Sama dengan Liu et.al. [5], di 
sini, individu 𝑆𝑆 yang telah divaksin dikategorikan sebagai individu 𝑆𝑆. Jika 𝛼𝛼 adalah laju vaksinasi maka 
banyaknya individu 𝑆𝑆 yang divaksinasi sebesar 𝛼𝛼𝑆𝑆. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 berkurang sebesar 𝛼𝛼𝑆𝑆 dan 
individu 𝑆𝑆 bertambah sebesar 𝛼𝛼𝑆𝑆. Pada individu 𝑆𝑆 terdapat kematian alami sehingga banyaknya kematian 
alami pada individu 𝑆𝑆 sebesar 𝜇𝜇𝑆𝑆. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 berkurang sebesar 𝜇𝜇𝑆𝑆. Seiring berjalannya 
waktu, vaksin dapat kehilangan efektivitasnya dalam melindungi individu 𝑆𝑆 atau disebut masa berakhirnya 
imunitas vaksin. Oleh karena itu, sama dengan Naji dan Muhseen [6], pada penelitian ini, individu 𝑆𝑆 dapat 
kembali menjadi individu 𝑆𝑆. Jika 𝜆𝜆 adalah masa berakhirnya imunitas vaksin maka banyaknya individu 𝑆𝑆 
yang masa imunitasnya telah berakhir sebesar 𝜆𝜆𝑆𝑆. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 berkurang sebesar 𝜆𝜆𝑆𝑆 dan 
individu 𝑆𝑆 bertambah sebesar λ𝑆𝑆. Oleh karena itu, model (2) berubah menjadi 

𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜃𝜃𝑁𝑁 −  𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

  −  𝜇𝜇 𝑆𝑆 − 𝛼𝛼𝑆𝑆 + 𝜆𝜆𝑆𝑆, 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛼𝛼𝑆𝑆 − 𝜆𝜆𝑆𝑆 − 𝜇𝜇𝑆𝑆, 
𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

=  𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

  −  𝛾𝛾 𝑆𝑆 − 𝜇𝜇 𝑆𝑆 − 𝛿𝛿𝑆𝑆,     (3) 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛾𝛾 𝑆𝑆 −  𝜇𝜇 𝑆𝑆. 

Berbeda dengan asumsi model (1) bahwa individu 𝑆𝑆 akan sembuh, di sini, sama dengan Side dkk. [9], 
individu 𝑆𝑆 harus melakukan pengobatan (treatment) atau digolongkan sebagai individu 𝑆𝑆 dahulu sebelum 
dinyatakan sembuh. Jika 𝑘𝑘 adalah laju pengobatan maka banyaknya individu 𝑆𝑆 yang melakukan pengobatan  
sebesar 𝑘𝑘𝑆𝑆. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 berkurang sebesar 𝑘𝑘𝑆𝑆 dan individu 𝑆𝑆 bertambah sebesar 𝑘𝑘𝑆𝑆. Jika 
pengobatan berhasil maka individu 𝑆𝑆 dinyatakan sembuh. Notasi 𝛾𝛾 pada model (1) yang semula adalah laju 
kesembuhan, di sini diubah menjadi laju keberhasilan pengobatan. Dengan demikian, banyaknya individu 𝑆𝑆 
yang berhasil diobati sebanyak 𝛾𝛾𝑆𝑆. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 berkurang sebesar 𝛾𝛾𝑆𝑆 dan individu 𝑆𝑆 
bertambah sebesar 𝛾𝛾𝑆𝑆. Saat menjalani pengobatan, dimungkinkan terjadi kematian alami sehingga banyaknya 
kemattian alami pada individu 𝑆𝑆 sebesar 𝜇𝜇𝑆𝑆. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 berkurang sebesar 𝜇𝜇𝑆𝑆. Oleh karena 
itu, model (3) berubah menjadi 

 
𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜃𝜃 𝑁𝑁 − 𝜇𝜇 𝑆𝑆 −  𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

  − 𝛼𝛼𝑆𝑆 + 𝜆𝜆𝑆𝑆, 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛼𝛼 𝑆𝑆 − λ𝑆𝑆 −  𝜇𝜇 𝑆𝑆, 
𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

   −  𝜇𝜇 𝑆𝑆 −  𝛿𝛿 𝑆𝑆 −  𝑘𝑘 𝑆𝑆 ,     (4) 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑘𝑘 𝑆𝑆 −  𝜇𝜇 𝑆𝑆 −  𝛾𝛾 𝑆𝑆, 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛾𝛾 𝑆𝑆 −  𝜇𝜇 𝑆𝑆. 
 

Berbeda dengan asumsi model (1) yang individu sembuhnya memiliki kekebalan permanen, di sini, 
sama dengan Vargas [10], individu 𝑆𝑆 dimungkinkan kambuh menjadi individu 𝑆𝑆. Kekambuhan dapat terjadi 
karena adanya kuman yang tersisa dari infeksi sebelumnya yang berkembang kembali. Jika 𝜎𝜎 adalah laju 
kekambuhan maka banyaknya kekambuhan pada individu 𝑆𝑆 sebesar 𝜎𝜎𝑆𝑆. Dengan demikian, individu 𝑆𝑆 
berkurang sebesar 𝜎𝜎𝑆𝑆 dan individu 𝑆𝑆 bertambah sebesar 𝜎𝜎𝑆𝑆. Dinamika populasi model SVITR dengan kasus 
kambuh ditunjukkan pada Gambar 1. 
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Gambar 1. Dinamika populasi model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus kambuh 

 

Dengan demikian, model susceptible vaccinated infected treatment recovered (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) dengan kasus 
kambuh ditulis sebagai 

𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜃𝜃 𝑁𝑁 − 𝜇𝜇 𝑆𝑆 −  𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

  − 𝛼𝛼𝑆𝑆 + 𝜆𝜆𝑆𝑆, 

     𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛼𝛼 𝑆𝑆 − λ𝑆𝑆 −  𝜇𝜇 𝑆𝑆, 

     𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛽𝛽 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

   −  𝜇𝜇 𝑆𝑆 −  𝛿𝛿 𝑆𝑆 −  𝑘𝑘 𝑆𝑆 +  𝜎𝜎 𝑆𝑆,    (5) 

     𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑘𝑘 𝑆𝑆 −  𝜇𝜇 𝑆𝑆 −  𝛾𝛾 𝑆𝑆, 

     𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛾𝛾 𝑆𝑆 −  𝜇𝜇 𝑆𝑆 −  𝜎𝜎 𝑆𝑆, 

dengan 𝑆𝑆(0)  ≥  0, 𝑆𝑆(0)  ≥  0 𝑆𝑆(0)  >  0, 𝑆𝑆(0)  ≥  0, 𝑆𝑆(0) ≥  0 , dan 𝜃𝜃, 𝜇𝜇, 𝛽𝛽, 𝛾𝛾, 𝛼𝛼, 𝜆𝜆, 𝛿𝛿, 𝜎𝜎, 𝑘𝑘 >  0. Sembilan 
parameter tersebut berturut-turut adalah laju kelahiran, laju kematian alami, laju kontak, laju keberhasilan 
pengobatan, laju vaksinasi, laju berakhirnya imunitas vaksin, laju kematian karena penyakit, laju 
kekambuhan, dan laju pengobatan. Model (5) adalah sistem persamaan diferensial nonlinear orde satu. 

 

3.3. Penerapan Model 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 dengan Kasus Kambuh (Kasus Tuberkulosis di Indonesia) 

Model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus kambuh (5) diterapkan pada kasus TB di Indonesia. Data tahun 2004-2017 
digunakan untuk mengestimasi nilai parameter sedangkan data tahun 2018 dan 2019 digunakan untuk 
mengukur keakuratan model. Hasil estimasi nilai parameter laju kelahiran (𝜃𝜃) sebesar 0.02066, laju kematian 
alami (𝜇𝜇) sebesar 0.00616, laju kontak (𝛽𝛽) sebesar 1.00449, laju keberhasilan pengobatan (𝛾𝛾) sebesar 
0.54292, laju vaksinasi (𝛼𝛼) sebesar 0.02106, laju berakhirnya imunitas vaksin (𝜆𝜆) sebesar 0.06667, laju 
kematian karena TB (𝛿𝛿) sebesar 0.33500, laju kekambuhan kekambuhan (𝜎𝜎) sebesar 0.00495, dan laju 
pengobatan (𝑘𝑘) sebesar 0.50435. Sembilan nilai parameter tersebut disubstitusikan pada model (5). Dengan 
demikian, model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus kambuh pada kasus TB di Indonesia dituliskan sebagai 

 
        𝑑𝑑𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0.02066 𝑁𝑁 −  0.02722 𝑆𝑆 −  1.00449 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑁𝑁
+  0.06667 𝑆𝑆, 

        𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0.02106 𝑆𝑆 −  0.07283 𝑆𝑆, 

        𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1.100449 𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑁𝑁

 −  0.84551 𝑆𝑆 +  0.00495 𝑆𝑆,    (6) 

        𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0.50435 𝑆𝑆 −  0.54908 𝑆𝑆, 

        𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0.54292 𝑆𝑆 −  0.01111 𝑆𝑆, 
 

dengan 𝑆𝑆(0)  ≥  0, 𝑆𝑆(0)  ≥  0 𝑆𝑆(0)  >  0, 𝑆𝑆(0)  ≥  0, 𝑆𝑆(0) ≥  0. 
 

Penyelesaian analitik model (6) sulit ditentukan. Oleh karena itu, digunakan metode numerik untuk 
menentukan penyelesaian pendekatannya. Metode yang digunakan adalah Runge-Kutta orde empat. Nilai 
awal yang digunakan mengacu data tahun 2004 yaitu 

 
𝑆𝑆(0) =  218345950, 𝑆𝑆(0) =  4619722, 𝑆𝑆(0) = 210229,  
𝑆𝑆(0) =  61316, 𝑆𝑆(0) = 48459.                (7) 
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Selanjutnya, ditentukan penyelesaian model (6) dengan nilai awal (7) dalam periode 15 tahun pertama 
(2004-2019). Penyelesaiannya berupa banyaknya individu 𝑆𝑆, 𝑆𝑆 𝑆𝑆, 𝑆𝑆, dan 𝑆𝑆 pada tahun tersebut. Penyelesaian 
tahun ke 14 dan 15 dibandingkan dengan data tahun 2018 dan 2019. Diperoleh norm eror sebesar 0.71737. 
Oleh karena itu, model (6) cukup akurat dan dapat digunakan untuk memprediksi banyaknya individu 𝑆𝑆, 𝑆𝑆 𝑆𝑆, 
𝑆𝑆, dan 𝑆𝑆. Penyelesaian model (6) dengan nilai awal (7) dalam periode 46 tahun pertama (2004-2019) 
direpresentasikan dengan grafik pada Gambar 1.  

 
 

 
Gambar 1. (a) Banyaknya individu kelompok 𝑺𝑺 (biru) dan 𝑺𝑺 (hijau); (b) banyaknya individu 

       kelompok 𝑺𝑺 (kuning); (c) banyaknya individu kelompok 𝑺𝑺 (merah); (d) banyaknya  
       individu kelompok 𝑺𝑺 (jingga). 

 
Gambar 1 menunjukkan pola penyebaran tuberkulosis di Indonesia. Berdasarkan Gambar 1a, 

banyaknya individu 𝑆𝑆 mengalami penurunan pada empat tahun pertama (2008) kemudian mengalami 
peningkatan pada tahun-tahun berikutnya. Pada tahun 2050, banyaknya individu 𝑆𝑆 sebanyak 337861279. 
Sedangkan individu 𝑆𝑆 mengalami peningkat setiap tahunnya dengan banyaknya individu 𝑆𝑆 pada tahun 2050 
sebanyak 81330678. Berdasarkan Gambar 1b, banyaknya individu 𝑆𝑆 selalu mengalami peningkatan setiap 
tahunnya dengan banyaknya individu 𝑆𝑆 pada tahun 2050 sebanyak 6616591. Berdasarkan Gambar 1c, 
banyaknya individu 𝑆𝑆 mengalami kenaikan pada 17 tahun pertama (2021) dengan banyaknya individu 𝑆𝑆 pada 
tahun tersebut sebanyak 394951, kemudian mengalami penurunan hingga 12 tahun setelahnya (2033) dengan 
banyaknya individu 𝑆𝑆 pada tahun tersebut sebanyak 379327, dan mengalami peningkatan kembali pada 13 
tahun berikutnya (2050) dengan banyaknya individu 𝑆𝑆 pada tahun tersebut sebanyak 426232. Berdasarkan 
Gambar 1d, banyaknya individu 𝑆𝑆 mengalami kenaikan pada 17 tahun pertama (2021) dengan banyaknya 
individu 𝑆𝑆 pada tahun tersebut sebanyak 362217, kemudian mengalami penurunan hingga 14 tahun 
setelahnya (2035) dengan banyaknya individu 𝑆𝑆 pada tahun tersebut sebanyak 348811, dan mengalami 
peningkatan kembali pada 11 tahun berikutnya (2050) dengan banyaknya individu 𝑆𝑆 pada tahun tersebut 
sebanyak 383529. Berdasarkan Gambar 1, individu  𝑆𝑆, 𝑆𝑆 𝑆𝑆, 𝑆𝑆, dan 𝑆𝑆  mengalami trend naik.  
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3.4. Interpretasi dan Simulasi Hasil Penerapan Model 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 dengan Kasus Kambuh (Kasus 

Tuberkulosis di Indonesia) 

Penerapan model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus kambuh pada kasus TB di Indonesia pada tahun 2004-2050 
menunjukkan bahwa, individu sehat namun rentan terinfeksi TB mengalami penurunan hingga tahun 2008 
kemudian mengalami peningkatan sampai tahun 2050. Individu yang divaksinasi BCG dan individu yang 
sembuh dari TB meningkat setiap tahunnya. Sedangkan individu yang terinfeksi TB, mengalami peningkatan 
hingga tahun 2021 kemudian mengalami penurunan hingga tahun 2033 dan mengalami peningkatan kembali 
hingga tahun 2050 serta masih terdapat 426232  individu yang terinfeksi TB. Individu yang melakukan 
pengobatan DOTS mengalami peningkatan hingga tahun 2021, kemudian mengalami penurunan hingga 
tahun 2035, dan mengalami peningkatan kembali hingga tahun 2050. Berdasarkan hasil tersebut, 
diprediksikan target bebas TB di Indonesia tahun 2050 belum tercapai. 

Simulasi nilai parameter dilakukan untuk mengetahui langkah yang harus ditempuh untuk mencapai 
target bebas TB di Indonesia tahun 2050. Simulasi dilakukan dengan lima perlakuan, yaitu mengubah-ubah 
nilai parameter laju vaksinasi (𝛼𝛼), laju kontak (𝛽𝛽), laju pengobatan (𝑘𝑘), dan laju kekambuhan (𝜎𝜎) sedangkan 
parameter lainnya tetap, serta mengubah-ubah empat nilai parameter tersebut sedangkan parameter lainnya 
tetap. Banyaknya individu 𝑆𝑆 hasil simulasi sampai tahun 2050 ditunjukkan pada Tabel 1 dan Tabel 2 

 
Tabel 1.  Banyaknya individu I hasil simulasi parameter 𝜶𝜶, 𝜷𝜷, dan 𝒌𝒌 

Tahun 𝜶𝜶 𝜷𝜷 𝒌𝒌 

 0.1 0.5 0.9 0.1 0.5 0.9 0.1 0.5 0.9 
2004 210229 210229 210229 210229 210229 210229 210229 210229 210229 

2010 132469 13889 6761 3460 22439 191095 3652719 346930 35457 

2020 16566 2603 1971 1409 4157 109064 45964137 420712 8518 

2030 10775 2410 1823 1299 3643 72861 11078125 413934 7621 

2040 10039 2235 1686 1200 3412 64465 3972345 425857 7395 

2047 9697 2120 1596 1135 3273 64324 3582819 454410 7299 

2050 9559 2073 1559 1109 3217 64858 3699367 471228 7265 
 

Tabel 2. Banyaknya individu I hasil simulasi parameter 𝝈𝝈 dan gabungan 𝜶𝜶, 𝜷𝜷, 𝒌𝒌, 𝝈𝝈 

Tahun 𝝈𝝈 𝜶𝜶, 𝜷𝜷, 𝒌𝒌, 𝝈𝝈 

 0.000003 0.000030 0.000300 

𝜶𝜶 = 0.9 
𝜷𝜷 = 0.1 
𝒌𝒌 = 0.9 

𝝈𝝈 = 0.000003 

𝜶𝜶 = 0.9 
𝜷𝜷 = 0.1 
𝒌𝒌 = 0.9 

𝝈𝝈 = 0.000030 

𝜶𝜶 = 0.9 
𝜷𝜷 = 0.1 
𝒌𝒌 = 0.9 

𝝈𝝈 = 0.000300 
2004 210229 210229 210229 210229 210229 210229 

2010 328310 328364 328907 192 197 249 

2020 319573 319987 324122 1 6 59 

2030 209449 210342 219301 1 6 55 

2040 121177 122475 135553 1 5 52 

2047 80950 82464 97786 0 5 50 

2050 68032 69623 85754 0 5 49 

 
Berdasarkan simulasi, jika penerima vaksin BCG ditingkatkan hingga 90%, kontak antara individu 

rentan dengan penderita TB diturunkan hingga 10%, cakupan pengobatan DOTS ditingkatkan hingga 90%, 
dan kasus kambuh ditekan hingga 0.0003% maka diprediksikan target Indonesia bebas TB tahun 2050 dapat 
tercapai, bahkan sudah tercapai pada tahun 2047. 
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4. KESIMPULAN 

Model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus kambuh yaitu model (5). Model tersebut merupakan sistem persamaan 
diferensial nonlinear orde satu. Model 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 dengan kasus kambuh pada kasus TB di Indonesia yaitu model 
(6). Pola penyebaran kasus TB di Indonesia menunjukkan bahwa pada tahun 2004-2050, individu sehat 
namun rentan terinfeksi TB, individu yang divaksinasi BCG, individu yang terinfeksi TB, individu yang 
melakukan pengobatan DOTS, dan individu yang sembuh dari TB mengalami trend naik. Pada tahun 2050 
masih terdapat 426232 penderita TB dan diprediksikan target bebas TB belum tercapai. Jika penerima vaksin 
BCG ditingkatkan hingga 90%, kontak antara individu rentan dengan penderita TB diturunkan hingga 10%, 
cakupan pengobatan DOTS ditingkatkan hingga 90%, dan kasus kambuh ditekan hingga 0.0003% maka 
diprediksikan target Indonesia bebas TB tahun 2050 dapat tercapai. 
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